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摘要: 在经典力学框架内,把粒子在周期外场中的运动方程化为摆方程,利用广义三角函数的 Besse l展开讨

论了系统存在高次谐波辐射的可能性,并在固定力矩情况下讨论了系统的基本特征。用 Jacobian椭圆函数和

第一类椭圆积分解析地给出了无扰动系统的解和振动周期,并用数值方法分析了系统的相平面特征和它的

稳定性。结果表明: 当外力矩为零时, 系统的接受度最大, 俘获的电子数最多, 辐射强度最强 ;随着外力矩增

加, 接受度降低;当无量纲的外力矩为 1时, 接受度为零,系统处于临界状态。临界状态与系统参数有关,只需

适当调节参数, 可望输出强度比较大的高次谐波辐射。
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1 引 言

寻找新光源,特别是短波长激光光源引起了

人们极大注意。 20世纪 70年代, 前苏联科学家

库马霍夫发现了沟道辐射
[ 1]
, 而这种辐射正是利

用了相对论粒子同强大的晶格场 ( 1 000 T )相互

作用, 辐射能量可进入 X能区或 能区。 20世

纪 80年代以来,人们就预言了可以把自发的沟道

辐射改造为相干辐射,并提出了各种可能的方案。

比如, 有人提出如果能在晶体中产生一种稳定的

驻波, 则电子同驻波场相互作用,可望得到一种相

干辐射;有人提出将晶体弯曲, 并通过沟道辐射在

弯晶中的动力学衍射来获得相干光; 也有人设想,

利用沟道辐射与超晶格多层薄膜结构的动力学衍

射来获得
[ 2 ~ 5]
。值得注意的是, 20世纪 90年代

末,以科洛尔 ( Koro lA V)为代表的彼得堡科学家

们提出了用声学方法使晶体周期弯曲
[ 6~ 8]

, 带电

粒子在周期弯曲的晶体中运动时, 除了产生自发

的沟道辐射外,还将产生相干的摆动场辐射。但

是,由于问题的复杂性, 如何把沟道辐射改造为

X激光或 激光已走过近 30年的里程, 如何利

用周期弯曲的晶体来获得 X激光或 激光也经

历了 10多年时间。至今,虽然还未能在实验室成

功获得 X激光或 激光, 但在人们寻找新光源的

探索中,开辟了一个全新的方向。

值得注意的是, 所有这些方案都基于相对论

粒子同物质 (晶体 )相互作用, 这就要求有一台高

能加速器提供相对论粒子束
[ 9 ~ 11]

, 而高能加速器

的成本高,使这类研究的应用和实现受到了限制。

于是, 人们就自然想到了是否可以利用非相对论

粒子来获得短波长的相干辐射呢? 结果表明, 利

用非相对论粒子的高次谐波辐射, 可望达到这个

目的
[ 12~ 14]

。关键问题之一是寻找或设计一个能

够控制粒子运动的周期场。我们指出超晶格就是

一类典型的周期介质,而掺杂超晶格则是一个很

好的例子。关键问题之二是粒子运动的稳定性。

只有保证了粒子运动是稳定的前提下,才可能预

期稳定的高次谐波辐射输出。为此,我们利用加

速器束流动力学方法,引入接受度概念讨论了系

统的相平面特征和系统的稳定性。

由于掺杂超晶格的导带底是一个沿生长方向

类正弦的多量子阱,假如有一束带电粒子沿着这

个方向注入, 它们的运动将受到周期势场调制。

如果沿生长方向再外加一个周期变化的电场, 粒

子将在这个方向不断受到加速。在这种时空周期

变化场中运动的带电粒子将表现出我们预期的行
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为。比如,粒子能量可以很低, 不需要额外配置加

速器; 由于能量低,粒子运动行为可以用经典方法

描述; 粒子的纵向运动可以用摆方程描写,粒子的

辐射具有相干性;它的高次谐波辐射可望进入 X

能区, 等等。首先,我们把粒子在这个场中的运动

方程化为摆方程, 并利用广义三角函数的 Besse l

展开讨论了系统存在高次谐波辐射的可能性。其

次,在固定力矩情况下讨论了系统的基本特征,粒

子运动方程退化为经典的摆方程, 用 Jacobian椭

圆函数和第一类椭圆积分解析地给出了无扰动系

统的解和振动周期,并用数值方法分析了系统的

相平面特征和它的稳定性。结果表明,外力矩为

零时, 系统的接受度最大,相应的辐射强度最强;

随着外力矩增加,接受度降低; 当无量纲外力矩为

最大值 1时,接受度为零,系统处于临界状态。注

意到临界条件与系统参数有关, 只需适当调节参

数,就可望输出强度比较大的, 而且稳定的高次谐

波辐射。

2 粒子的相 (位 )运动方程与高次谐

波辐射

一类典型的周期介质是超晶格,而我们关心

的超晶格是掺杂超晶格。所谓掺杂超晶格是在生

长过程中, 对同一衬底材料 (比如 GaA s)交替掺

入 n型和 p型杂质, 形成 n i p i n i p i 一维阵

列的周期结构。在生长方向,由于交替掺杂,衬底

材料的导带底受到周期调制形成一个个十分类似

于正弦形状的量子阱
[ 15, 16]

, 如图 1所示。势阱的

深度可通过掺杂浓度来控制, 而宽度则可通过本

征层的厚度来调节。假如有一束带电粒子 (比如

电子 )沿着生长方向注入, 它们的纵向运动将受

到周期势场的调制。如果沿生长方向再外加一个

周期变化的电场,粒子将在这个方向上不断得到

加速。在这种时空周期变化场中运动的带电粒子

将表现出我们预期的行为, 比如, 粒子能量低, 可

以不需要加速器;由于能量低, 粒子运动行为可以

用经典方法描述;粒子的纵向运动可以用摆方程

描写, 粒子的辐射具有相干性; 它的高次谐波辐射

可望进入 X能区, 等等。

假设材料的生长方向为 z方向, 掺杂超晶格

的导带底在 z方向的周期调制 (势场 )可以表示为

V( z ) = V0 - Vcos pz, ( 1)

其中 V和 p = 2 /!p是势阱深度和  波数 !, 而 !p

图 1 掺杂超晶格 ( a)与它的正弦型量子阱 ( b)示意图

F ig. 1 The schem atic d iag ram o f the dop ing super lattice( a)

and its like s ine quantum we ll( b)

则是它的周期。如果在 z方向外加一个周期变化

的电场:

E ( t) = E0 cos∀t, ( 2)

其中 E 0和 ∀= e c是电场的振幅和频率,而 e是

波数, 当带电粒子沿 z方向进入这个时空区域时,

将被势场俘获,并在电场作用下作受迫运动。如

果粒子是非相对论的,可在经典力学框架内进行

描述。根据牛顿力学,粒子 (电子 )在 z方向的运

动行为可表示为

m
d
2
z

dt
2 +

dV( z )

dz
= eE 0 co s∀t, ( 3)

其中 m是粒子质量。令:

#= ∃
2
0 pz, % = e ct, ∃

2
0 = ( p / e )

2 V

mc
2,

& = eE0 p / (
2
em c

2
), ∃ = e / p, Q 0 = &/∃

2
0,

( 4)

方程 ( 3)可化为无量纲形式

d
2
#

d%
2 + sin#= Q 0 cos∃ %, ( 5)

方程 ( 5)描述了带电粒子的相运动行为, 在同步

加速器和自由电子激光器的束流动力学中会经常

碰到。相应的瞬时辐射强度由拉莫公式
[ 17 ]

I in ( t) =
2
3

e
2

c
3 z

∀∀ 2
=

2
3c
e
2
∃

2
0∃

2
p #

∀∀

, ( 6)

给出, 其中 c是光速, #是方程 ( 5)的解。上式表

明,瞬时辐射强度与加速度绝对值的平方成正比,

只要找到方程 ( 5)的解,加速度 #
∀ ∀

就完全确定,于

是,问题就归结为求解运动方程 ( 5)。由于问题的

非线性, 方程 ( 5)不存在严格的解析解。幸好,不

求解方程 ( 5)也可得出一些重要结论。比如, 根据

Besse l函数的基本性质就可以预期系统的确存在

比较强的高次谐波辐射。为此,作变数变换

∋= #+ &cos∃ %, ( 7)
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利用广义三角函数的 Bessel展开
[ 18]

cos( x sint) = J0 (x ) + 2 
#

k = 1

J2k ( x ) co s2kt,

sin(x sint) = 2 
#

k= 1

J2k- 1 ( x ) sin( 2k - 1) t,

并注意到 Besse l函数的性质及和差化积与积化和

差的公式,方程 ( 5)可化为

∋
∀∀

+  
#

n= - #
Jn ( k ) s in( ∋- n∃ %+ n /2) = 0,

( 8)

其中 k= &∃
- 2
,这是一个包含 n次谐波激励的摆

方程。如果再作变换 ∋n = ∋- n∃ %+ n /2, 方程

( 8)可进一步化为

 
#

k = - #
( (

∀∀

n + Jn ( k ) ) sin(n = 0,

这是一个由无穷多个振子构成的摆动系统, 多波

相互作用的特点变得更加直观。摆动频率由

Bessel函数 Jn ( k )给出, 而振幅也与 Jn ( k )成正比。

从 Bessel函数的性质可知, 当谐波数 n < k 时,

Jn ( k )将随着 n的增加而增加, 当 n > k时迅速减

少,并在 n和 k之间存在局部极大。于是,可望利

用高次谐波 n∀来获得比较强的短波辐射。换句

话说, 由于高次谐波存在,而且强度也比较大, 即

使是非相对论粒子, 辐射能量也可能进入 X能

区。这就为寻找新的短波长相干光源提供了新的

思路和新的途径。

方程 ( 5)是一个具有外周期力矩的摆方程,

具有复杂的非线特征与混沌行为
[ 19~ 21]

。如果在

z方向外加的不是周期电场, 而是恒定场 (比如,

在 z方向实施电压偏置或电流偏置情形 ) , 方程

( 5)将化为有固定力矩的摆方程。注意到固定力

矩摆方程具有周期力矩摆方程的基本特征, 下面

就对这种系统进行讨论。令 Q 0 cos∃ %0 = Q不随时

间变化,则方程 ( 5)化为

d
2
#

d%
2 + sin#= Q, ( 9)

这是一个具有固定力矩的摆方程。下面分 Q = 0

和 Q∃ 0两种情况进行讨论。

3 Q = 0的情形

3. 1 系统的相平面特征

利用加速器理论中的相平面分析方法, 首先

分析无扰动系统 (Q = 0)的相平面特征。当 Q = 0

时,方程 ( 9)化为

#= ),

)= - sin#,
( 10)

#s= 0和 #u =  分别是系统的平衡点和非平衡点。

积分一次可得系统的 Ham iltonian量

h =
)
2

2
+ ( 1 - cos#), ( 11)

根据 h的大小, 相平面上的轨道可分为三类。

3. 1. 1 h = 2

h= 2的轨道是异宿轨道, 它把相平面分为内

外两个区域。这两条轨道可表示为

#= % 2arcsin( th%),

)= % 2sech( %),
( 12)

其中 %号分别对应上、下相平面的两条异宿轨道,

电子沿这条轨道运动的周期 T
S
为无穷。

3. 1. 2 0< h< 2

当 0< h < 2时,轨道是周期的, 描写的是摆围

绕平衡位置的周期运动,相应的解可表示为

#= 2arcs in( sn%),

)= 2 cn( %),
( 13)

其中 = h /2, & ( 0, 1), sn%和 cn%是 Jacob ian椭

园函数。粒子沿轨道方程 ( 13)的运动周期

T
0
= 4K ( ), ( 14)

K ( )是第一类椭园积分。当 h单调增加时,电子

的运动周期 T
0
从 2 增加到无穷。

3. 1. 3 h > 2

当 h > 2时,轨道也是周期的, 描写了摆围绕

不稳定平衡位置的周期运动, 且可用 Jacob ian椭

园函数表示为

#= % 2arcsin sn
%
∋
, ( 15)

)= % 2

∋
dn

%
∋
, ( 16)

式中 ∋= 2 /h, dn%为 Jacob ian椭园函数, 粒子的

运动周期

T
r
= 2 ∋K ( ∋). ( 17)

当 h单调减少时,周期 T
r
由 0增加到无穷。

图 2给出了 Q = 0时系统的有效势和它的相平面

特征。可以看出有两分界线把相平面分成了内外

两个部分。在分界线内部 0< h < 2, 相轨线为一

椭圆, 对应于电子绕平衡位置 (稳定点 #s )的周期

运动; 在平衡点附近, 相轨线近似为一个圆。在分

界线外部 h > 2, 电子的运动也是周期的, 且由式

( 15)和 ( 16)给出。
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图 2 Q = 0时系统的有效势和它的相平面特征, 从内到

外 h= 0. 5, 1, 1. 5, 2, 3。

F ig. 2 The e ffective potentia l and the phase planar prope r

ties ifQ = 0, w here pa ram e terh = 0. 5, 1, 1. 5, 2, 3

from inere to outer.

3. 2 系统的稳定性

系统的稳定性由相平面上分界线包围的面积

决定, 相面积越大系统越稳定。而相面积大小直

接与系统的 Q值有关。当 Q = 0时相面积最大,

稳定区形状呈  橄榄形 !, 系统最稳定。当 Q ∃ 0

时,分界线包围的面积减小, 稳定区呈  鱼形 !。

当 Q = 1时,稳定区消失,系统处于临界状态。

根据加速器束流动力学理论,引入接受度概

念来描述系统的稳定性。在加速器物理中, 系统

的接受度 ∗定义为

∗ =  s, ( 18)

其中 s是分界线包围的相面积。于是, 系统的稳

定性问题转化为分界线包围的相面积大小问题。

当 h= 2时,分界线方程可以表示为

)= % 2 1 - sin
2 #
2

= % 2cos
#
2
, ( 19)

相面积由公式

s = 4 (
 

- 
cos

#
2
d#= 8sin

#
2

 

-  
= 16, ( 20)

给出。

4 Q ∃ 0的情形

当 Q∃ 0时, Q的取值范围为 [ 0, 1]。对于这

种情况系统有一个稳定点 #s = arcsinQ和一个不

稳定点 #u =  - arcsinQ。

定义

f (#) = sin
2 #
2
-

1
2
Q#, ( 21)

则

f u = f (#u ) =

1
2
[ 1 + 1 - Q

2
] -

Q
2
[ - arcsinQ ].

( 22)

分三种情况对系统的相平面特征进行讨论。

4. 1 h= f u

当 h= f u时,对应于系统分界线, 且可将分界

线方程表示为

)= % )( #, f u ) = % 2 fu - f (#), #L ) #) #u,

( 23)

稳定区面积由公式

s = 2 (
#u

#
L

f u - f ( #) d#, ( 24)

给出, 其中 #L, #u是式 ( 23)在主值范围内的两个

零点, 如图 3( b)的鱼形区所示。

4. 2 h< f u

当 h< f u时,对应于  鱼形区 !内部的相轨线

)
2
= 4[ h - f( #) ] =

4 h - sin
2 #
2
-

Q

2
# , #1 ) #) #2, ( 25)

这是一族光滑闭曲线, 且近似为一椭圆, 如图 3

( b)所示。

图 3 Q = 0. 4时系统的有效势和它的相平面特征

F ig. 3 The e ffective potentia l and the phase planar prope r

ties ifQ = 0. 4

4. 3 h> f u

当 h> f u时, h - f ( #) = 0只有一个零点,相平

面上给出的是一族不封闭的相轨线,如图 3( b)最

外面的那条相轨线所示。

以上的分析表明, 当外力矩 Q = 0时,系统的

接受度最大,俘获的电子数最多,可以预期辐射强

度也最大;随着外力矩增加,接受度降低;当外力

矩 Q = 1时,接受度为零,系统处于临界状态。由

Q 0 = cos∃ %0 = Q,可得系统的临界条件为
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( eE 0 ) c = pV cos∃ %0, ( 26)

当 ( eE 0 ) c < pV cos∃ %0 时, 系统是稳定的, 当

( eE0 ) c > pV cos∃ %0系统不稳定。上式表明:系统

的稳定性与外电场振幅、势阱深度、势阱宽度及因

子 cos∃ %0有关, 只需适当调节系统参数, 可望输

出比较强的高次谐波辐射。

5 结 论

利用加速器束流动力学方法,引入接受度概

念描写了带电粒子在正弦型掺杂超晶格量子阱中

的相运动行为,并讨论了在周期外场作用下,利用

低能粒子获得高次谐波的可能性。在固定力矩情

况下讨论了系统的基本特征, 粒子运动方程退化

为经典的摆方程, 用 Jacobian椭圆函数和第一类

椭圆积分解析地给出了无扰动系统的解和振动周

期,并用数值方法分析了系统的相平面特征和它

的稳定性。结果表明,外力矩为零时,系统的接受

度最大, 俘获的电子数最多,辐射强度最强;随着

外力矩增加,接受度降低;当外力矩最大 (Q = 1)

时,接受度为零, 系统处于临界状态。注意到临界

条件与系统参数有关,只需适当调节参数,就可望

输出比较强的高次谐波辐射。
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Abstract: In the c lassicalmechan ics frame, the particle motion equat ion in the periodic fie ld is reduced to a

pendu lum equation, a possibility of the ex istence of a h igher harmonic rad iat ion is d iscussed by using B essel

function expansion of a generalized trigonometrical function, and the system basic characterist ic in the f ix ing mo

ment situation w as discussed. Ana lyt ically go ing the equat ion so lution and the period of v ibration for the non

perturbed system by the Jacob ian e lliptic funct ion and the f irst k ind of e lliptic integra,l a lso analyzing the system

phase plane characteristic and its stab ility w ith the numericalmethod. The result show that when themoment is

zero, the system acceptance is max imum, the capture electronic number is themos,t and the rad iation intensity

is the b igges.t Increases along w ith the momen,t acceptance reduces. When the va lue o f d imensionless mom en t

is 1, acceptance is the zero, the system is at the crit ical condit ion. Crit ical condit ion is re lated to system para

meter. Only obta ining the suitable ad justment parameter, it w ere hopefu l to obta in higher harmon ic radiation

w ith the b igger intensity.

K ey words: nonre lativ istic particle; h ighe r harm on ic rad ia tion; pendu lum equation; phasem otion; Besse l function
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