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摘要：寻找新光源，特别是利用参数Ｘ射线辐射（ＰＸＲ）、沟道辐射（ＣＲ）或晶体摆动场辐射（ＣＵＲ）作为新的
光源引起了人们极大关注。要成功获得这些新光源，粒子运动必须是稳定的。但是，由于辐射衰减、晶格热

振动、电子多重散射和相互作用势的非线性等因素的影响，系统将产生退道、分叉、混沌等不稳定现象，从而

对这些辐射的反射、衍射、聚焦和谱分布产生直接影响。讨论了旋转周期轨道的分叉对系统稳定性的影响。

在经典力学框架内和偶极近似下，引入正弦平方势，把粒子运动方程化为了具有阻尼项、受迫项和常数力矩

的广义摆方程。利用Ｊａｃｏｂｉａｎ椭圆函数和椭圆积分给出了系统的解和粒子运动周期，用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法构造了
旋转型周期轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，并用这个方法分析了系统的局部分叉性质。结果表明，系统的临界条件与
它的参数有关，只需适当调节这些参数，系统的分叉（或不稳定性）就可以原则上避免，从而进一步保证有效

地输出ＰＸＲ、ＣＵＲ或ＣＲ辐射等。
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１　引　　言
１９７６年，前苏联科学家 Ｋｕｍａｋｈｏｖ发现了沟

道辐射［１］，同年，Ｔｓｙｇａｎｏｖ预言了可以利用弯晶来
控制带电粒子［２］，并在１９８４年，首次实现了对能
量为１ＧｅＶ的质子束的偏转。值得注意的是，正
是在束流控制的研究中，人们还进一步发现了可

以利用弯晶来产生、衍射、引出和聚焦参数 Ｘ射
线辐射（ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＸｒａｙｒａｄｉａｔｉｏｎ，ＰＸＲ）、沟道辐
射（Ｃｈａｎｎｅｌｉｎｇｒａｄｉａｔｉｏｎ，ＣＲ）和晶体摆动场辐射
（Ｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅｕｎｄｕｌａｔｏｒｒａｄｉａｔｉｏｎ，ＣＵＲ），在人们寻
找新光源，特别是短波长激光光源的探索中弯晶

起到了十分重要的作用。

由于弯晶的引入，人们开始了对聚焦 ＰＸＲ的
研究，并使衍射的ＰＸＲ研究成为可能［３～５］。注意

到对于周期弯曲的晶体，带电粒子除了产生沟道

辐射外，还将产生晶体摆动场辐射［６～１０］。沟道辐

射和晶体摆动场辐射同弯晶相互作用将产生反

射、折射、聚焦或衍射等现象，如果能成功引出衍

射的 ＰＸＲ、ＣＲ或 ＣＵＲ，可望获得新的短波长
激光。

注意到ＰＸＲ在弯晶中的反射、折射、聚焦或
衍射等行为实际上就是 Ｘ波段的 ＣＵＲ或 ＣＲ同
弯晶相互作用的结果。图１给出了如何利用弯晶
来实现聚焦和衍射 ＰＸＲ辐射示意图［１（ａ）是俯
视图，１（ｂ）是侧视图］，Ｐ＋表示质子或带正电的
沟道粒子。将一板状晶体做图１（ａ）所示的圆柱
形弯曲。设曲率半径为 Ｒ，对称轴为 ｆ，并假设带
电粒子在倒格矢ｇ标记的沟道中运动。如果倒格
矢ｇ１与粒子轨迹成４５°角，当 ＰＸＲ同 ｇ１描述的
这一族晶面相互作用时，将被这一族晶面反射，并

沿着半径聚焦到 ｆ轴上的 Ｆ１和 Ｆ２［见图１（ｂ）］。
如果能够将它成功收集，就可获得典型的聚焦

ＰＸＲ源。如果用倒格矢 ｇ３表示另一族与粒子运
动轨迹垂直的晶面（沿径向），当ＰＸＲ与这一族晶
面相互作用时，将被这一族晶面垂直反射，并沿着

粒子运动相反的方向传播。当 ＰＸＲ的频率（或
ＣＵＲ、ＣＲ中的某一频率）ω＝ωＢ，且符合布拉格衍
射条件时，将被另一族晶面（比如，用倒格矢ｇ２表
示的晶面）衍射，并沿半径聚焦到 ｆ轴上的点 Ｆ３
［见图１（ｂ）］。如果能够将它收集，就可获得聚
焦的衍射ＰＸＲ源。由于这种光源具有相干性，可
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图１　利用弯晶聚焦和衍射ＰＸＲ的示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｆｏｃｕｓｅｄａｎｄｔｈｅｄｉｆｆｒａｃ

ｔｅｄｐａｒａｍｅｔｒｉｃＸｒａｙｒａｄｉａｔｉｏｎ（ＰＸＲ）ｂｙｂｅｎｔｃｒｙｓｔａｌ

望成为新的短波长激光光源。

寻找新光源，特别是企图利用参数 Ｘ射线辐
射、沟道辐射或晶体摆动场辐射作为新的光源引

起了人们极大关注。当然，要成功获得这些光源，

粒子运动必须是稳定的。但是，由于晶体弯曲、辐

射衰减、晶格热振动、电子多重散射和相互作用势

的非线性等因素的影响，系统将产生退道、分叉、

混沌等不稳定现象，从而对这些辐射的反射、衍

射、聚焦和谱分布均产生直接影响。为此，本文将

进一步考虑晶体弯曲、运动阻尼和非线性的影响。

在经典力学框架内和偶极近似下，引入正弦平方

势，把粒子在弯晶中的运动方程化为具有阻尼项、

受迫项和常数力矩的广义摆方程。利用 Ｊａｃｏｂｉａｎ
椭圆函数和椭圆积分给出了系统的解和粒子运动

周期，用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法构造了旋转型周期轨道的
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，并用这个方法分析了系统的分叉
性质。结果表明，系统的临界条件与它的物理参

数有关，只需适当调节这些参数，系统的分叉（或

不稳定性）就可以原则上避免，从而保证有效地

输出ＰＸＲ、ＣＵＲ或ＣＲ辐射等，为寻找短波长光源
（特别是短波长激光光源）提供理论分析。

２　粒子运动方程与旋转周期解
如果将（板状）晶体做图１所示的圆柱形弯

曲，设曲率半径为Ｒ，对称轴为ｆ；并假设已经用声
振动方法将它做如下形式的周期弯曲

ｘ（ｚ）＝ａｓｉｎ（２πｚ／λｕ） （１）
其中ａ是“振幅”，λｕ是周期变化的晶体摆动场
“波长”。于是，晶体同时具有了常曲率和变曲率

两种弯曲。适当选择坐标系，粒子的横向运动可

表示为

ｒ（ｔ）＝Ｒ＋ｘ（ｔ） （２）
其中ｘ（ｔ）是粒子离开平衡轨道的距离。在偶极
近似下，ｘ（ｔ）满足牛顿第二定律

ｍｄ
２ｘ
ｄｔ２
＋２ｍμ０

ｄｘ
ｄｔ＋

ｄ
ｄｘＶ（ｘ）＝ｐｖ［κ０＋κ（ｚ）］

（３）
其中κ０＝１／Ｒ，右端第一项是常曲率弯曲产生的
离心力，第二项是晶体周期弯曲产生的离心力；

Ｖ（ｘ）是粒子晶体相互作用势，ｐ是粒子动量，ｖ是
粒子速度，在超相对论情况下有 ｖ≈ｃ；μ０是阻尼
系数，物理意义由文献［１１］给出，ｍ＝ｍ０γ，ｍ０是
粒子静止质量，γ是相对论因子。而

κ（ｚ）＝κｍｓｉｎ
２π
λｕ
ｚ （４）

是晶体周期弯曲的“瞬时”曲率，由曲线（１）的二
阶导数给出，其中κｍ＝Ω

２
ｕａ，而ｚ≈ｃｔ。

引入正弦平方势［１２～１４］

Ｖ（ｘ）＝Ｋβｓｉｎ２（πｘ／ｄ） （５）
其中β是势参数，而

Ｋ＝πｚ１ｚ２ｅ
２Ｎｄ２ （６）

ｄ是晶面间距，Ｎｄ２是晶体原子的面密度，ｚ１是入
射粒子的原子序数，ｚ２是靶原子序数。令

ξ＝２πｘ／ｄ，δ＝２π
２Ｋβ
ｍｄ２

，τ＝δ１／２ｔ （７）

μ＝μ０／δ
１／２，ω＝Ωｕ／δ

１／２，

Ｑ＝
２πｐｖκ０
ｍδｄ

，ｆ＝
２πｐｖκｍ
ｍδｄ

（８）

可将运动方程（３）化为
ｄ２ξ
ｄτ２
＋２μｄξｄτ

＋ｓｉｎξ＝Ｑ＋ｆｃｏｓωτ （９）

其等价系统可以表示为

ξ′＝ζ
ζ′＝－ｓｉｎξ＋ε（Ｑ－２μζ＋ｆｓｉｎωτ） （１０）

其中ε是小参数，表示伴随它的项为 Ｏ（ε）量级。
系统（９）或（１０）是一个典型的动力学系统，具有
典型的全局分叉性质与混沌行为。

对于无扰动系统 ，方程（１０）化为
ξ＝ζ

ζ＝－ｓｉｎξ （１１）
系统（１１）在相平面（ξ，ζ）上有一个平衡点（０，０）
和两个非平衡点（－π，０）和（π，０）点。积分一次
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可得系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ量

ｈ＝ζ
２

２＋（１－ｃｏｓξ） （１２）

根据ｈ的大小，相平面上的轨道可分为三类：异宿
轨道（ｈ＝２）；振荡型周期轨道（０＜ｈ＜２）和旋转
周期轨道（ｈ＞２）。当 ｈ＞２时，轨道是周期的，描
写了带电粒子的准沟道和准沟道辐射情形，且可

用Ｊａｃｏｂｉａｎ椭园函数表示为

ξ＝±２ａｒｃｓｉｎｓｎτ( )κ （１３）

ζ＝±２κ
ｄｎτ
κ

（１４）

式中ｄｎτ为Ｊａｃｏｂｉａｎ椭园函数。振动周期由

Ｔｒ＝２κＫ（κ） （１５）
给出，当ｈ单调减少时，周期Ｔｒ由零增加到无穷。
下面用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法构造旋转型周期轨道（１３，
１４）的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，并用这个方法分析系统的
分叉（不稳定）性质。

３　旋转型周期轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数

对于任意一组互质正整数ｍ，ｎ，存在唯一的
一个κｒｍ／ｎ∈（０，１），

使得Ｔｒ（κｒｍ／ｎ）＝２κ
ｒ
ｍ／ｎＫ（κ

ｒ
ｍ／ｎ）＝

ｍ
ｎＴ＝

２πｍ
ｎω
，

构造这条轨道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，可得

Ｍｍ／ｎｒ （τ０）＝∫
ｍＴ

０

ζｒ＋（τ，κ）［Ｑ－２μζ
ｒ
＋（τ，κ）＋ｆｓｉｎω（τ＋τ０）］ｄτ＝

与τ０无关的常数， 当ｎ≠１或ｍ为偶数时

２ｆπ
ｃｈ［κωＫ′（κ）］

２μ
δｒｍ
＋ｓｉｎωτ[ ]０ ， 当ｎ＝１且ｍ{ 为奇数时

（１６）

其中ζ４＋由式（１４）给出，而

δｒｍ ＝
ｃｍ

Ｑ
２μ
－ｂｍ
；ｃｍ＝

ｆ
ｃｈ［κωＫ′（κ）］

；

ｂｍ ＝
４
π
；κ＝κｒｍ （１７）

κ满足２κＫ（κ）＝２πｍω
，ｍ为正整数。在参数（Ｑ，

μ）平面上，如果条件
Ｓｒｍ∶０≤μ≤ δｒｍ／２ （１８）

满足，则对于充分小的ε，在无扰动系统（１１）的旋
转型周期解（１３）和（１４）附近，扰动系统也存在同
样类型的周期解。由式（１６）可以看出，Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
函数的零点方程为

２μ
δｒｍ
＋ｓｉｎωτ０ ＝０ （１９）

可见，当τ０∈［０，Ｔ］时，Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数有两个简单
零点，这就保证了在这个区间上总有一点可以使

Ｍｍｒ（τ０）的导数为负，换句话说，系统（１０）总存在
一组稳定的周期为ｍＴ的旋转型次谐解。

４　旋转型周期轨道的次谐分叉

４１　旋转型周期轨道的次谐分叉条件
将式（５～８）代入式（１８），可将次谐分叉的条

件用原始参数表示为

ｐｖκ０－
４
πμ０

２ｍＫ槡 β

ｐνκｍ
＜

ｓｅｃｈ（κＫ′（κ）Ωｕｄ ｍ／（２π
２Ｋβ槡 ） ，

κ＝κ′ｍ （２０）
下面对不等式（２０）做进一步讨论。
４２　旋转型周期轨道次谐分叉的物理意义

（１）从条件（２０）可以看出，系统周期弯曲幅
值κｍ越小条件越不容易满足。当晶体无周期弯
曲（κｍ＝０）时，不等式左端为无穷，条件（２０）永远
不满足，系统不存在次谐分叉轨道，状态是稳定

的。如果κｍ≠０，则系统的临界条件可以表示为

（ｐｖκｍ）ｃ＝
ｐｖκ０－４μ０２ｍＫ槡 β／π

ｓｅｃｈ［κＫ′（κ）Ωｕｄｍ／（２π
２Ｋβ槡 ）］

（２１）
当２πｐｖκｍ＜（２πｐｖκｍ）ｃ［或κｍ＜（κｍ）ｃ］时系统是
稳定的，当κｍ＞（κｍ）ｃ时，条件（２０）满足，系统存
在次谐分叉轨道，状态不稳定。

（２）由式（２０）还可以看出，左端项的分子绝
对值越大，条件越不容易满足，系统表现得越稳

定。注意到当分子中的 κ０＝０或系统阻尼系数
（２μ０）越大时绝对值越大。结合条件（１）可以看
出，当κ０＝０和 κｍ ＝０时，系统最稳定。换句话
说，对于直沟道，系统最稳定，这正是人们预料之

中的。如果κ０≠０，则系统的临界条件可表示为
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（ｐｖκ０）ｃ＝ ｐｖκｍ [ｓｅｃｈ κＫ′（κ）Ωｕｄ ｍ／（２π
２Ｋβ槡 ）＋

４
πμ０

２ｍＫ槡 ]β （２２）

即，当 ｐｖκ０＞（ｐｖκ０）ｃ系统是稳定的；当 ｐｖκ０＜
（ｐｖκ０）ｃ系统不稳定。

（３）注意到系统阻尼系数（２μ０）越大，分子的
绝对值也越大，条件（２０）越不容易满足；换句话
说，仅当系统阻尼足够强时才可能抑制分叉（不

稳定）的发生。其临界值可表示为

（２μ０）ｃ＝
πｐｖ
８ｍＫ槡 β

［κ０－κｍ·

ｓｅｃｈ（κＫ′（κ）Ωｕｄｍ／（２π
２Ｋβ槡 ）］ （２３）

也就是说，当阻尼系数满足条件２μ０＞（２μ０）ｃ时，
系统是稳定的；当２μ０＜（２μ０）ｃ时，系统不稳定。

５　结　　论
寻找新光源，特别是企图利用沟道辐射或晶

体摆动场辐射作为新的光源引起了人们极大关

注，并取得了好的进展；值得注意的是，要成功获

得这些光源，粒子运动必须是稳定的。但是，由于

晶体弯曲、辐射衰减、晶格热振动、电子多重散射

和相互作用势的非线性等因素的影响，系统将产

生退道、分叉、混沌等不稳定现象，从而对这些辐

射的反射、衍射、聚焦和谱分布产生直接影响。为

此，在经典力学框架内和偶极近似下，引入正弦平

方势，把粒子在弯晶中的运动方程化为具有阻尼

项、受迫项和常数力矩的广义摆方程。利用 Ｊａｃｏ
ｂｉａｎ椭圆函数和椭圆积分给出了系统的解和粒子
运动周期，用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法构造了旋转型周期轨
道的Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，并用这个方法分析了系统的
分叉性质。结果表明，系统的临界条件与它的物

理参数有关，只需适当调节这些参数，系统的分叉

（或不稳定性）就可以原则上避免，从而保证有效

地输出 ＰＸＲ或 ＣＲ辐射等，为寻找短波长光源
（特别是短波长激光光源）提供了理论分析。
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